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VARIANTE ALE INDUCTIEI MATEMATICE

in acest prim capitol vom da unele variante ale inductiei matematice
ale caror enunturi pot si trebuie cunoscute intrucit rezolvarea multiplelor
probleme care apar in matematica scolara face apel la fiecare din aceste
variante asa cum se va vedea din exemplele continute in capitolul urmator.

Fie @ un numar natural; asociem fiecarui numar natural n=2a, o
propozitie P(n).

Varianta 1. Daca

1) P(a) este adevarata

ii) Implicatia P(n) — P(n+1) este adevarata pentru orice neN ,
n>a atunci P(n) este adevarata oricare ar fi n2a.

Varianta II. Daca:

i) P(a) este adevarata

i) Implicatia P(m)— P(n+1) este adevarata oricare ar fi ne N,
n>a si orcare ar fi meN, a<m<n , atunci P(n) este adevarata
oricare ar fi neN, n2a.

Aceste doua variante rezulta imediat, tinind seama ca propozitia
p —> q este adevarata daca p este falsa sau daca p si ¢ sunt adevarate.

Varianta IlI. Daca:

i) P(a);P(a+1);... P(a+k—1) sunt adevarate ( k €NV, £ fixat).

ii) Implicatia P(n) — P(n+k) este adevarata oricare ar fi neN ,
n=a atunci A1) adevarata oricare ar fi ne N, n2a.

Demonstratie:Notam cu (Xsz) propozitia
P(a+mk) A P(a+1+mk)A..AP(a+k—1+mk)

Vom face demonstratia folosind varianta I.

i) Q(0)= P(a) A P(a+1A...AP(a+k —1) este adevarata deoarece
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Pla+1),...,Pla+k —1) sunt adevarate.

ii) Vom arata ca implicatia Q(m) — Q(m+1) este adevarata oricare
arfi meN.

Daca propozitia (Xm) este adevarata rezulta ca propozitiile

P(a+mk),P(a+1+mk),...,P(a+k—1+mk) sunt adevarate si deci
Pla+ (m+ k), Pla+1+ (m+ k)k) ,

Pla+2+(@m+1k),...,Pla+k—1+(n+1Dk) sunt adevarate, adica

X m+1) este adevarata.
Deci (Xm) este adevarata oricare ar fi me N si deci propozitiile

Pla+mk),P(a +1+mk),..., P(a+k —1+mk) sunt adevarate oricare ar

fi meN, adica pfopozitia P(mk +r+a) este adevarata oricare ar fi

ref{o,....k —1}.

Deoarece orice numir natural p se poate scrie sub forma p=gk +r

unde €N, keN,r e{O,l,...Ok - 1} rezulta ca pentru orice €N, n2a
avem n—a=mk +r, adica n=mk +r+a,

Deci A ) adevarata oricare ar fi n=a.

Varianta IV. Daca:

i) P(a),P(a+1),...,P(a+k —1) sunt adevarate ( k €N, £k fixat)

ii) Implicatia P(m) — P(n+k) este adevarata oricare ar fi ne N,
n=a siorcare ar fi me N, n<m<n+k—1 atunci An) este adevarata
oricare ar fi ne N, n2a.

Demonstratie. Punem: Q(n)=Pnm)A P(n+DA..AP(n+k-1),
neN, n=2a. Vom face demonstratia folosind varianta I.

i) O(a)=P(a) A P(a+1A..AP(a+k —1) este evident adevarata.

ii) Daca propozitia ((z7) este adevarata rezulta ca propozitiile

P(n),P(n+1),..., P(n+ k —1) sunt adevarate, adica A m) este adevarata
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oncare ar fi meN, nS<m<n+k—1, deci P(n+k) este adevarata si
=ci Qn+ D) =Pn+ 1) A P(n+2)A..AP(n+k) este adevarata.

Conform variantei I, (n7) este adevarata oricare ar fi neN, n2a
Rezulta de aici ca propozitia Arn) este adevarata oricare ar i n€N, n2a,
facand parte din conjunctia care da pe (Xn).

1°. Facand &=1, din varianta III se obtine varianta I iar din varianta IV
== obtine varianta II.
Cu toate acestea, suntem de parere ca variantele I si II desi sunt cazur
particulare ale variantelor III si IV, este bine sa fie date separat deoarece au
snuntul mai simplu si se aplica in cele mai multe cazuri.

2°. La toate variantele enuntate, prima etapa consta in verificarea
propozitiei pentru una sau mai multe valori particulare.
Pentru varianta I in mod obisnuit se face un rationament de tipul urmator:
oresupunem An) adevarata si aratam ca HAm+l) este adevarata. Acest
rationament pare incorect deoarece se presupune ca H) este adevaratd, or
adevarul acestei propozitii este scopul final al ragionamentului nostru. in
realitate rationamentul este corect pentru ca, de fapt, se demonstreaza
propozitia: daca An) este adevarata, n arbitrar fixat, atunci si Ant+l) este
adevarata. Rezulta de aici ca implicatia P(n) — P(n +1) este adevarata

daca An) este adevarata. Implicatia este de asemenea adevarata daca HAn)
este falsa. Asadar implicatia P(n) > P(n+1) este adevarata oricare ar fi
neN, n=a, adica conditia ii) de la varianta I este indeplinita.

Subliniem ca nu este permis sa formulam demonstratia astfel: presupunem ca
pentru orice n €N propozitia An) este adevarata si sa aratam ca in aceasta
ipoteza este de asemenea adevarata pentru orice n € N si propozitia Rn+l),
pentru ca in acest caz presupunerea: oricare ar fi n €N, An) este adevarata,
este tocmai concluzia.

Consideratii aseménatoare trebuiesc facute in legatura cu toate
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variantele enuntate.

3°. Gasim ca este necesar ca cititorilor sa le fie prezentate probleme
solutionate prin inductie din toate capitolele matematicii scolare pentru a
sesiza diversitatea cazurilor in care este aplicabila metoda inductiei
matematice.

De asemenea consideram si probleme pentru care prima variantd nu
este suficienta, ceea ce conduce la concluzia ca trebuie sa retinem si
celelalte variante. Aceastd observatie ne-a condus la prezentarea in capitolul
urmator a unor probleme, pe care le credem semnificative, grupate pe
domenii ale matematicii de liceu. Unele probleme sunt mai dificile, insa

experienfa ne-a aratat ca pot fi abordate de catre elevi.
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Cap. 1.1. INDUCTIA IN ARITMETICA

1). Gasiti exponentul Iui 2 din produsul (n+1)(n+2)---2n (n21).

2). Fie p un numar prim pozitiv. Atunci (n+1)(n+2) --(np) se

divide la p" dar nu se divide la p"*'.

3). Sa se arate ca numarul 2" +1 nu se divide cu 7 pentru orice

neN.

4). Gasiti toate numerele naturale z pentru care 2" —1 se divide cu 7.
5). Sa se arate ca 2" +13 se divide cu 15 daca 7 este impar.
6). Sa se demonstreze ca 3™ -7" -2 -5"123,

7). Sa se arate ca daca n este natural impar 11" +27°15,

oo [ B

9). Daca n, =a. +b, , kelm , a,.,b, €Z aunci

m
[, =a®+b* cu a,bez
k=1

10). Fie ne N". Sa se arate ca 2% —1 are cel putin 7 factori primi

distincti.
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11). Fie a,= unde neN, n22. Sa se arate ca

5"=a,25 (V)neN, n22.

12). Daca n= p;* p,*++-p;* unde p,,p,,..., P, sunt numere naturale

prime, iar a,,d,....da, €N, sa se arate ca numarul divizorilor pozitivi ai

lui 1 este (1+a1)(1+a2)---(l+ak).

13). Fie a €Z si p un numar prim. Atunci a” —a se divide cu p.

(mica teorema a lui Fermat).

14). Aratati ca orice numar natural par poate fi scris sub forma
2
(x + y) +3x+ y, unde x si y sunt numere naturale.
1 1

1 1
15).Aratati ca pentru n22 ecuatia — =— +—+..+— are cel
Xo X X

n

putin o solutie in numere naturale, cu x;,<x, <..<X,.

1 1 1
16).Sa se arate ca pentru 26 ecuatia — +—+..+— =1 are
X X X,
solutii in numere naturale.
. 1 1 1 -1 _ -
17). Penttu n23 ecuatia — +—5 +...+—5 =—5 admite solutii in
1 2 X X

numere naturale.
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18). Pentru orice k€Z exista ne€N si o alegere convenabila a

semnelor + si - astfel incat k = +12 £2%+.. £n* (teorema Erdos-Suranyi).

19). Sa se determine numerele n€ N~ pentru care exista o alegere a
semnelor + pentru care :

n=+12+2%+ ... +n’.

20). Fie k €N fixat. Sa se arate ca in sirul x, =n-2% -7 exista o
infinitate de patrate perfecte.

21). Un numar natural se numeste ,, bun ” daca il putem scrie
n=a, +a,+.+a, cu a,i€lk nu neaparat distincte a, €N si care
1

satisface relatia —+—+..+—=1. Stiind ca numerele naturale din
a da, ay

33,73 sunt ,,bune”, sa se arate ca Vn € N, n=33 este ,,bun”.



